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Введение

Т расса линейного сооружения — это про-
странственная кривая, которая традици-
онно представляется двумя плоскими 

кривыми: планом и продольным профилем.
Проекция трассы на горизонтальную пло-

скость XOY называется ее планом, а продоль-
ный профиль трассы — это график зависимо-
сти координаты Z от длины кривой в плане s, 
вычисляемой от начальной точки до текущей.

Каждому варианту плана трассы соответ-
ствует продольный профиль земли и множе-
ство вариантов проектной линии продольного 
профиля.

Требования безопасной и нормальной экс-
плуатации сооружения выражаются в нали-
чии множества ограничений на положение 
трассы и ее параметры. Прежде всего, это ус-
ловия гладкости, то есть ограничения на пер-
вые и вторые производные.

Поскольку варианты трассы сравнива-
ются количественно, например по приведен-
ным затратам на строительство и эксплуа-
тацию сооружения [1], можно считать, что 
каждому допустимому варианту трассы со-
ответствует число, которое нужно миними-
зировать. Другими словами, на множестве 
допустимых трасс, соединяющих две задан-
ные точки, задан функционал и  требуется 
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ектирующих программ. Излагается новый алгоритм аппроксимации последовательности 
точек на плоскости сплайном, состоящим из отрезков прямых, клотоид и окружностей, как 
это требуется при проектировании трасс дорог и других линейных сооружений.

Ключевые слова: функционал, экстремаль, сплайн, система ограничений, динамическое программиро-
вание, нелинейное программирование.

Инструментальные средства Эффективные алгоритмы
Tools Effective algorithms



[ 48 ] Tools    Effective algorithms

ПРИКЛАДНАЯ ИНФОРМАТИКА / JOURNAL OF APPLIED INFORMATICS
[ Vol. 14. No. 1 (79). 2019 ]

найти трассу, при которой его значение ми-
нимально. Это задача вариационного исчис-
ления [2, 3].

Формально задача поиска оптимальной 
трассы может быть записана в интегральной 
форме:

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , inf.
C

I C F x s y s z s ds= →∫  	 (1)

Здесь С — пространственная кривая (ось 
трассы), I (C) — криволинейный интеграл 1 
рода, а F (x, y, z) ds — функция, определяю-
щая затраты на элементе длины ds. Требуется 
найти кривую, для которой I (C) принимает 
наименьшее значение.

Функция F (x, y, z) выражает, в частности, 
затраты на земляные работы, которые зависят 
от объемов работ, категорий грунтов, распре-
деления земляных масс, способов производ-
ства работ и др. В реальной постановке при-
ходится считаться с тем, что мы не имеем ана-
литического выражения F (x, y, z)  в (1) и адек-
ватных моделей вариационной задачи.

Отмеченные сложности, к которым сле-
дует добавить и многочисленные ограниче-
ния в виде неравенств, не позволяют исполь-
зовать методы классического вариационного 
исчисления. Поэтому работы по автоматиза-
ции проектирования таких сложных сооруже-
ний, как железные и автомобильные дороги, 
начинались с  решения на ЭВМ вспомога-
тельных задач, а варианты положения трассы 
в плане и в профиле назначались вручную.

История создания систем автоматизи-
рованного проектирования (САПР) дорог 
весьма поучительна.

Первые системы были разработаны в конце 
50‑х — начале 60‑х гг. прошлого века в США 
(система MIT), в  Англии (система CARD) 
и во Франции (система TEGI). ЭВМ того вре-
мени были маломощными, но тем не менее 
в этих системах была возможность визуали-
зации процесса и организации интерактив-
ного проектирования.

В нашей стране в то время не было тех-
нической возможности создания подоб-

ного рода систем. Поэтому еще в  начале 
60‑х годов прошлого века в Институте ки-
бернетики АН УССР совместно с ЦНИИС 
Минтрансстроя СССР была поставлена за-
дача разработки математических моделей, ал-
горитмов и программ проектирования опти-
мального продольного профиля при заданном 
варианте положения трассы в плане [4, 5].

Первые попытки решения этой задачи, ос-
нованные на эвристических упрощениях ди-
намического программирования, которые по-
требовались из‑за недостаточной мощности 
ЭВМ, оказались не столь успешны, как ожи-
далось [1]. Более продуктивной оказалась ре-
ализация алгоритма нелинейного программи-
рования с детальным учетом особенностей 
системы ограничений [1]. Соответствующая 
программа проектирования продольного про-
филя новой железной дороги была разрабо-
тана для лучшей из доступных в то время 
ЭВМ БЭСМ-4. При объеме оперативной па-
мяти 4096 ячеек (45‑разрядных) решалась за-
дача минимизации нелинейной функции (мо-
дель строительных затрат) от 100 перемен-
ных при наличии 400 линейных ограниче-
ний в виде неравенств [1]. Несмотря на то, 
что БЭСМ-4 малопригодна для автоматиза-
ции проектирования из‑за недостаточного 
объема оперативной памяти и быстродей-
ствия, эта программа нашла широкое приме-
нение при проектировании БАМа. Время од-
ного расчета на БЭСМ-4 было в среднем со-
поставимо со временем наработки на отказ. 
Тем не менее в трех проектных институтах, 
имевших эту ЭВМ, суммарно было запроек-
тировано около 1200 км продольного про-
филя по трассе БАМа [1].

Была практически подтверждена высокая 
экономическая эффективность использова-
ния математически корректных алгоритмов 
и проектирующих программ по сравнению 
как с проектированием вручную, так и с при-
менением упрощенных моделей и эвристиче-
ских алгоритмов [1].

В дальнейшем были созданы и получили 
практическое применение аналогичные про-
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граммы проектирования продольного профиля 
новых и реконструируемых автодорог [6].

С появлением персональных компьюте-
ров IBM PC AT 386 были реализованы те-
оретические разработки 1980‑х гг. и разра-
ботана программа оптимизации трассы но-
вой железной дороги как пространственной 
кривой, на участках напряженного хода [7]. 
Экспериментально было установлено, что эф-
фект от совместного проектирования плана 
и продольного профиля в несколько раз выше, 
чем при оптимизации профиля по назначае-
мым вручную вариантам плана трассы.

К сожалению, в 1990‑х гг. в нашей стране 
исследования в данной области были прак-
тически полностью прекращены из‑за отсут-
ствия финансирования, коллективы исследо-
вателей были распущены, многие алгоритмы 
и программы для таких ЭВМ, как Минск-32 
и ЕС, утрачены.

В настоящее время в практике проектиро-
вания дорог в Российской Федерации исполь-
зуются импортные САПР или их отечествен-
ные аналоги [8 – 12]. В этих системах есть ви-
зуализация промежуточных и конечных ре-
зультатов, изготовление чертежей и др., что 
существенно облегчает и ускоряет процесс 
интерактивного проектирования, но не обе-
спечивает нахождение оптимальных проект-
ных решений.

В новой САПР [6] реализован альтерна-
тивный подход, и проектирование продоль-
ного профиля выполняется совместно с про-
ектированием поперечных профилей земля-
ного полотна с учетом использования всех 
или части слоев грунта выемок для соору-
жения насыпей [6]. С этой целью применя-
ются более сложные модели строительных за-
трат и методы нелинейного программирова-
ния, чем это было в программах для БЭСМ-4 
и ЕС ЭВМ. Корректное решение стоимостной 
задачи обеспечивает качество компьютерных 
проектных решений в условиях как равнин-
ного, так и пересеченного рельефа.

Однако системы, в которых компьютер 
используется для выработки проектных ре-

шений по плану и  профилю дорог на  ос-
нове адекватных математических моделей 
и  алгоритмов оптимизации, практически 
не  применяются в  силу целого ряда при-
чин. Сложился миф о том, что оптимизация 
не нужна, так как проектировщик в инте-
рактивном режиме и без того находит опти-
мальные решения методом перебора инту-
итивно назначаемых вариантов. Этой уве-
ренностью можно объяснить и отсутствие 
публикаций о разработке математических 
методов оптимизации для новых версий им-
портных САПР. Однако факт того, что при 
проектировании дорог в сложных условиях 
рельефа и геологии каждый проектировщик 
«видит» свое решение, и при этом разброс 
решений неприемлемо велик, установил 
еще в 1976 г. Ю. С. Карих в рамках специ-
альной НИР, выполненной в ГипродорНИИ 
РСФСР [13]. Различные специалисты неза-
висимо друг от друга, располагая идентич-
ным заданием с исходными данными, в пла-
новом порядке выполнили проектирование 
участка продольного профиля новой авто-
дороги при заданном положении трассы 
в плане. Разброс в решениях достигал не-
скольких метров [13].

Трудно рассчитывать на существенные из-
менения в качестве проектных решений в со-
временных САПР, не использующих алго-
ритмы оптимизации. Как было установлено 
еще в 1970‑х гг. [1], оптимизация проектов 
таких дорогостоящих сооружений, как же-
лезные и автомобильные дороги, может дать 
экономический эффект, многократно превос-
ходящий затраты на разработку соответству-
ющих проектирующих систем. В этой связи 
представляется целесообразным развитие 
проектирующих систем, созданных в нашей 
стране на основе математически корректных 
алгоритмов компьютерной выработки про-
ектных решений.

Изложение новых алгоритмов решения 
ряда вариационных задач, возникающих 
в проектировании трасс линейных сооруже-
ний, является целью настоящей статьи.
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Особенности вариационных  
задач проектирования  
плана и профиля

Основная особенность вариационных за-
дач проектирования плана и профиля трасс 
линейных сооружений состоит в том, что ис-
комая экстремаль (сплайн) должна состоять 
из элементов заданного вида, на параметры 
которых накладываются ограничения в виде 
неравенств. Используются отрезки прямых, 
парабол, окружностей и клотоид. При этом 
очень важно, что число искомых элементов 
неизвестно. Это существенно усложняет за-
дачу.

Другим осложняющим обстоятельством 
является то, что искомый сплайн не  обя-
зан быть однозначной функцией в отличие 
от рассматриваемых в теории сплайнов, эле-
менты которых являются полиномами [14].

Решенные ранее задачи проектирова-
ния оптимального продольного профиля 
дорог и других линейных сооружений при 
заданном положении трассы в плане сво-
дились к одноэкстремальным задачам не-
линейного программирования с линейной 
системой ограничений  [6]. Поэтому про-
ектировщику не требовалось задавать на-
чальное приближение. Но совместное про-
ектирование плана и продольного профиля 
трассы — это многоэкстремальная задача 
с нелинейной целевой функцией и систе-
мой ограничений [6]. Математических мето-
дов, гарантирующих достижение окрестно-
сти глобального минимума при решении та-
ких задач, нет. Поэтому разработанные для 
этой цели математические модели [6] осно-
ваны на использовании начального прибли-
жения и фактически речь идет о достиже-
нии локального минимума, то есть об оп-
тимизации решения, предложенного про-
ектировщиком, что в  сложных условиях 
рельефа и  геологии тоже имеет смысл. 
При этом проектировщику не  нужно вы-
полнять детальный расчет трассы, так как 
достаточно задать последовательность то-

чек, которую компьютер должен преобра-
зовать в сплайн требуемого вида с мини-
мальными (в заданном смысле) отклонени-
ями. Самостоятельное значение имеет и за-
дача проектирования плана трассы на этапе 
реконструкции железных и автомобильных 
дорог. Далее рассматривается именно эта 
задача построения сплайна, удовлетворяю-
щего ряду ограничений и наилучшим обра-
зом (в заданном смысле) аппроксимирую-
щего последовательность точек.

Формализация задачи
Искомая кривая представляет собой по-

следовательность элементов: прямая, кло-
тоида, окружность, клотоида, прямая и т. д. 
(рис. 1).

На  рисунке 1 AB, EF  — левые клото-
иды, CD — правая клотоида, DE — прямая 
вставка, θ — угол поворота. Кривизна кло-
тоиды как функция длины изменяется ли-
нейно от 0 до 1/R, где R — радиус окруж-
ности. Поэтому в точках сопряжения эле-
менты имеют не только общую касательную, 
но и равную кривизну. Последовательно со-
единяя прямыми заданные аппроксимируе-
мые точки, строим исходную ломаную ли-
нию, которая получила название «цепочка» 
(см. рис. 1). Считаются заданными начальная 
и конечная точки искомого сплайна, а также 
начальное и конечное направления.

В вершинах «цепочки» построим нор-
мали, т. е. прямые от  каждой вершины 
к  центру окружности, соединяющей три 
смежные точки (рис. 2). Запомним углы γi 
нормалей с осью OX. Задаем дискрет по-
иска Δ. На каждой нормали в обе стороны 
от точки съемки отложим равное число дис-
кретов и вычислим координаты полученных 
точек. Таким образом будет определена об-
ласть поиска. Точки упорядочим так, чтобы 
наибольший номер получила точка, кото-
рая при движении по  направлению нор-
мали наиболее удалена от исходной точки 
(см. рис. 2).
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Требуется найти сплайн, для которого 
минимальна сумма квадратов расстояний hi 
от  заданных точек до  точек пересечения 
со сплайном нормалей к «цепочке», то есть 

min 2

1

n

i
i

h
=
∑ , где n — количество нормалей.

При этом должны быть выполнены следу-
ющие ограничения:

1.	На радиус окружности R: Rmin ≤ R ≤ Rmax.
2.	На длины клотоид: Sкл min ≤ Sкл ≤ Sкл max 

и окружностей Sокр min ≤ Sокр ≤ Sокр max.
3.	На длину прямой вставки Sпр min ≤ Sпр.

Дополнительно могут быть заданы:
•• минимальный угол поворота;
•• диапазон значений скорости изменения 

кривизны каждой клотоиды. Кривизна клото-
иды σ линейно зависит от длины s, отсчиты-
ваемой от точки с нулевой кривизной s = ks. 
Величина k должна удовлетворять условию 

kmin ≤ | k | ≤ kmax. 

При σ < 0 (поворот клотоиды по часовой 
стрелке) k < 0.

Понадобятся еще две величины: Smin и Smax. 
Это минимальная и максимальная суммарная 

Рис. 1. Элементы плана трассы
Fig. 1. The elements of the route plan
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Рис. 2. «Цепочка», нормали и их разбиение
Fig. 2. «Chain», normals and their splitting
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длина кривой от одного состояния системы 
до другого. На рисунке 1 длина кривой — это 
AB + BC + CD + DE.

Smin = 2Sкл min + Sокр min + Sпр min.

Значение Smax, так же как дискреты Δ, ϕ 
и их количества при разбивке нормалей и фор-
мировании состояний системы, будем считать 
входными параметрами, с тем чтобы опреде-
лить их экспериментально при накоплении 
опыта эксплуатации программы.

В силу отмеченных выше особенностей 
задачи мы не имеем аналитического выра-
жения для целевой функции от тех или иных 
параметров, которые определяют искомый 
сплайн. Однако для каждого сплайна требуе-
мого вида можно проверить выполнение всех 
ограничений и, если они выполнены, можно 
вычислить все расстояния hi, а затем и значе-
ние целевой функции.

Многократно решаемые 
вспомогательные задачи

Важно отметить, что ограничение на длину 
прямой вставки создает взаимосвязь со-
седних кривых (см. рис. 1), что не  позво-
ляет даже при известном положении вершин 
углов поворота (ВУ) решать задачу поиска ра-
диуса и длин клотоид для каждого угла от-
дельно из условия наилучшей аппроксима-
ции. Однако эта взаимосвязь исчезает, если 
известно начало левой клотоиды для следу-
ющего угла (точка Е на рис. 1). В этом слу-
чае в пределах каждого угла можно пытаться 
подобрать радиус круговой кривой и длины 
переходных кривых, обеспечивая необходи-
мую длину прямой вставки. Это известная за-
дача «вписать кривую в угол». Поэтому будем 
стремиться исходную вариационную задачу 
поиска сплайна свести к определению коор-
динат всех ВУ при заданных начальных точ-
ках левых клотоид.

В практике задача «вписать кривую в угол» 
решается при заданном радиусе. Нам же тре-
буется найти радиус окружности и длины кло-

тоид. Рассмотрим, как определить радиус кри-
вой R и длину клотоиды s (см. рис. 2), соблю-
дая все ограничения и минимизируя сумму 
квадратов отклонений от вершин «цепочки», 
взятых по построенным ранее нормалям.

Начало левой клотоиды (точка А на рис. 1) 
известно. С достаточной для практики точ-
ностью ее расстояние T от ВУ при угле пово-
рота θ дается формулой [6]:

	 T = (R + s2/6/R) tg (θ/2) + s/2. 	 (2)

Расстояние от ВУ до начала левой клото-
иды на другой стороне угла также известно, 
что дает возможность проверить ограничение 
по минимальной прямой вставке, еще до вы-
числения отклонений кривой от «цепочки».

Имеем одно уравнение с двумя неизвест-
ными. Длина клотоиды s в практике прини-
мается кратной 10 м.

Для того чтобы уравнение (2) имело реше-
ние относительно R, необходимо:

/ 0,5 6 / 3
2

s T tg θ < +     
.

Соответственно, для R имеем формулу:

( ) ( )
2 

23 2 9 2 24
2

.
12

2

T s T s stg
R

tg

 θ − + − −     
=

θ 
  

 	 (3)

Поскольку неизвестно, имеет ли целевая 
функция локальные минимумы, будем пере-
бирать значения s, начиная с наименьшего, 
вычислять R по формуле (3) и проверять все 
ограничения, в том числе по радиусу, по па-
раметру клотоиды k и минимальной длине 
дуги окружности.

При устройстве клотоид длиной s окруж-
ность радиуса R, вписанная в угол θ, сдвига-
ется по биссектрисе внутрь угла, и ее длина 
уменьшается на s. Поэтому должно выпол-
няться неравенство min .R s Sθ − ≥ îêð.  Если 
все ограничения выполнены, вычисляем 
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сумму квадратов отклонений по нормалям 
от «цепочки» в пределах рассматриваемого 
угла, включая прямую вставку на следующей 
стороне угла (на рис. 1 от точки A до точки E). 
Сумму запоминаем, увеличиваем s на 10 м 
и повторяем расчет.

Может оказаться, что дальнейшее увели-
чение s смысла не имеет. В этом случае или 
по исчерпании перебора запоминаем s и R, 
которые соответствуют минимальной сумме.

Расчет отклонений требует поиска пере-
сечения нормалей с клотоидой, окружностью 
и прямой. В двух последних случаях вопрос 
решается просто. А для поиска пересечения 
нормали и дуги клотоиды приходится орга-
низовывать итерационный процесс, напри-
мер, заменяя клотоиду двумя хордами, вычис-
лять пересечение нормали с каждой из них 
и оставлять для дальнейшего только одну 
хорду, которая пересекается с нормалью, де-
лить ее пополам и т. д., пока длина интервала 
поиска не станет меньше требуемой точности 
(в расчетах принималось 0,001 м). При этом 
для вычисления декартовых координат точек 
клотоид приходится использовать степенные 
ряды и выполнять пересчет координат из од-
ной системы в другую.

В декартовой системе координат с цен-
тром в  точке нулевой кривизны клотоиды 
и осью Х, совпадающей со стороной угла по-
ворота и направленной в сторону возраста-
ния длины клотоиды, координаты точек кло-
тоиды, как функции ее длины, выражаются 
быстро сходящимися рядами

4 8
2 4(1

40 3456
s sx s k k= − + −… ).

3

6
s ky =  (1 – 

4 8
2 4

56 7040
s sk k+ −… ).

В  целом отдельные подпрограммы ре-
шают следующие задачи:

•• вычисление координат точек пересече-
ния двух отрезков прямой;

•• вычисление координат ВУ и угла пово-
рота θ;

•• расчет радиуса окружности и проверка 
ограничений;

•• вычисление координат точки пересече-
ния нормали и окружности;

•• вычисление координат точки пересече-
ния нормали и клотоиды;

•• вычисление суммы квадратов расстояний 
от исходных точек до сплайна по нормалям.

Алгоритм поиска  
оптимального сплайна

Рассмотрим далее новый алгоритм дина-
мического программирования для решения 
задачи автоматического поиска ВУ и вписан-
ных кривых.

Ключевое понятие в  динамическом 
программировании  — это состояние си-
стемы [15]. На каждом шаге поиска система 
может находиться в  разных состояниях. 
Последовательность выбранных на каждом 
шаге состояний образует траекторию (путь). 
Понятие «состояние системы» надо форма-
лизовать так, чтобы различные пути, приво-
дящие в одно и то же состояние, были срав-
нимы, то есть множества их возможных про-
должений должны совпадать. Тогда в каждом 
состоянии можно оставить только один, при-
водящий в него путь, наилучший по выбран-
ному критерию.

Состояние системы определим как точку 
на нормали, которая будет началом очередной 
левой клотоиды (на рис. 1 это клотоиды AB 
и EF) плюс направление стороны угла пово-
рота, которой принадлежит эта точка. Таким 
образом, будем искать начало каждой клото-
иды среди точек нормалей, которые покры-
вают всю область поиска сплайна.

Для возможных направлений сторон угла 
зададим дискрет ϕ по углу и в каждой исход-
ной точке зададим диапазон углов. Для этого 
от угла касательной γi + π/2 в обе стороны от-
ложим равное число дискретов ϕ. Тем самым 
в каждой точке нормали образуется веер на-
правлений.
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После нахождения координат ВУ для пра-
вильного вычисления угла поворота θ, воз-
можно, придется изменить направление опре-
деляемой стороны угла поворота на обратное, 
так как она должна быть направлена от ВУ 
в точку нового состояния.

Определим для каждой нормали струк-
туру NORMAL. Число нормалей равно n, 
поэтому можно определить массив из n та-
ких структур. Полями структуры NORMAL 
будут угол нормали с осью OX, сумма длин 
всех предшествующих элементов «цепочки» 
и массив структур отмеченных на данной 
нормали точек TOCH. Каждая такая струк-
тура содержит координаты точки и массив 
структур UGL. Каждая структура UGL со-
держит угол с осью OХ соответствующего 
варианта стороны угла поворота, проходя-
щей через данную точку. Точка плюс этот 
угол дают новое состояние. Кроме того, 
в структуре UGL нового состояния запоми-
наются суммарное значение целевой функ-
ции для достижения этого состояния из на-
чальной точки, номер нормали, с которой 
связано данное состояние, соответствую-
щий номер точки на этой нормали и адрес 
структуры типа UGL в  этой точке (адрес 
связи). Во избежание повторных вычисле-
ний при обнаружении допустимой связи за-
писываются, а потом при сравнении вари-
антов, возможно, и корректируются коорди-
наты ВУ, радиус, длины клотоид, координаты 
концов клотоид.

Дополнительно создаем структуры типа 
UGL для начальной и конечной точек.

При инициализации все адреса связи об-
нуляются.

Перейти из  одного состояния в  другое, 
то есть связать два состояния означает постро-
ить соответствующий угол поворота и впи-
сать в него наилучшую из допустимых кри-
вую (клотоида + окружность + клотоида + пря-
мая вставка).

На первом шаге алгоритма есть единствен-
ное начальное состояние. Его пытаемся свя-
зать со  всеми состояниями, отстоящими 

от него (по «цепочке») не ближе, чем на Smin 
и не дальше, чем на Smax. Для этого придется 
решать упомянутые выше вспомогательные 
задачи. Для всех успешных попыток запо-
минаем в каждом из достигнутых состояний 
адрес структуры UGL начального состояния. 
Если связь не допустима, то этот адрес связи 
остается равным нулю.

Последующие шаги алгоритма не значи-
тельно отличаются от первого. Они состоят 
в следующем:

На каждой из нормалей, начиная от Smin, 
рассматриваем последовательно все состо-
яния и для каждого из них выполняем дей-
ствия как на первом шаге. Имеются следую-
щие отличия:

•• состояние исхода (обозначим его для 
определенности через А) должно быть дости-
жимым, то есть иметь связь с каким‑то из пред-
шествующих состояний, иначе оно не рассма-
тривается;

•• состояние, с которым устанавливается 
связь (обозначим его для определенности 
через В), должно быть не ближе, чем на Smin 
от конечной точки трассы;

•• если при установлении связи с состоя-
нием В выясняется, что в нем уже записана 
связь с некоторым предшествующим состоя-
нием С (рис. 3), то сравниваются по целевой 
функции варианты связи АВ и СB. При этом 
значения целевой функции должны соответ-
ствовать достижению состояния В из началь-
ной точки трассы. Для состояния В в итоге 
будут записаны состояние, из которого воз-
можен переход в него, при котором суммар-
ное (то есть от начала трассы) значение це-
левой функции минимально, и само это зна-
чение.

Такие сравнения в состоянии В могут вы-
полняться многократно, тогда как на первом 
шаге сравнивать было нечего.

По завершении описанного процесса вы-
полняется построение последнего угла пово-
рота.

Для этого все состояния на всех норма-
лях, отстоящих от конечной точки не дальше 
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чем на Smax и не ближе чем на Smin, последова-
тельно связываются с конечным состоянием. 
Если связь возможна, то для нее вычисля-
ется значение целевой функции. При нали-
чии нескольких таких связей они сравнива-
ются по суммарному значению целевой функ-
ции, и наилучшая связь и значение целевой 
функции запоминается.

Если задано несколько конечных состоя-
ний, то эти действия выполняются последо-
вательно для каждого из них. Наилучший ва-
риант запоминается, для него записывается 
связь с предшествующим состоянием и сум-
марное значение целевой функции.

Восстановление сплайна
В  результате работы описанного алго-

ритма наименьшее суммарное значение це-
левой функции будет известно, а для восста-
новления искомого сплайна есть необходи-
мая информация.

Обратным разворотом, начиная с  ко-
нечного состояния, последовательно рас-
сматриваем связи с предшествующими со-
стояниями, то  есть записанную для каж-
дого достижимого состояния информацию, 
включая адрес связи. Доходим до связи с на-
чальным состоянием и формируем инфор-
мацию о сплайне для дальнейшего исполь-
зования.

Заключение

Изложенный алгоритм может после не-
сложных упрощений использоваться и для 
решения задач поиска сплайнов, которые 
не обязаны удовлетворять требованию непре-
рывности кривизны. В этом случае нет необ-
ходимости в клотоидах или каких‑либо дру-
гих элементах переходной кривизны, что су-
щественно упрощает задачу.

Так, план и продольный профиль траншей 
для прокладки трубопроводов различного на-
значения проектируются как последователь-
ность: прямая, окружность, прямая и т. д.

Аналогично проектируется план автодо-
рог низких категорий, например, лесовозных, 
не предназначенных для движения с высо-
кими скоростями. При компьютерном про-
ектировании таких объектов состоянием си-
стемы следует считать начало окружности 
и направление касательной к ней (сторона 
угла). После определения ВУ и угла пово-
рота для каждого состояния радиус окруж-
ности определяется однозначно.

Несмотря на  отсутствие в  настоящее 
время заинтересованных пользователей, ос-
нащение САПР линейных сооружений проек-
тирующими программами, использующими 
математически корректные алгоритмы оп-
тимизации, может стать актуальным. Дело 
в том, что при современных вычислительных 

Рис. 3. Сравнение и отбраковка вариантов перехода в состояние B
Fig. 3. Comparison and rejection of options for the transition to state B
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возможностях такие проектирующие про-
граммы становятся эффективными не только 
из‑за повышения качества проектов и, соот-
ветственно, снижения затрат труда и средств 
в строительстве, что не является актуальным 
для проектировщиков, но и потому, что новая 
технология имеет преимущество перед при-
нятым в импортных САПР и их российских 
аналогах проектированием трасс в графиче-
ском режиме, которое иногда образно назы-
вают «ползанием по экрану».
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The variational problems in linear structures routing
In linear structures routing we have the following problem: find the extremal of given functional, 

i.e 2D or 3D curve, which must consist of a special type elements. The parameters of elements are 
limited and their number is unknown. At first we must determine number of elements and after this 
we can find their optimal parameters.In the case of 2D extremal we shall consider a broken line and 
parabolic spline. The broken line is used as a longitudinal profile of railways and the parabolic spline 
is used as a longitudinal profile of roads. Initial problem was solved as multi-stage process using the 
methods of dynamic and nonlinear programming. On each stage we consider the different mathemati-
cal models of unknown extremal line:

1. A broken line with short elements similar to longitudinal profile of ground. This model allow us 
to find the initial approximation of unknown line using nonlinear programming.

2. The result of first stage give us opportunity to find number of elements using dynamic program-
ming.

3. We use a special algorithm of nonlinear programming for solving initial problem with fixed num-
ber of elements and the result of second stage as initial approximation.

In this article our purpose is to give a new algorithm for transformation a broken line to another 
line, which is the following spline: straight, clotoida, circle, clotoida, straight and so on.This algo-
rithm is one of the implementations of dynamic programming. It can be used both in the design of new 
roads and in their reconstruction, as well as in the design of trenches for pipelines of various purposes.
Keywords: Functional, extremal, spline, restrictions, nonlinear programming, dynamic programming.
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